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เอกสารในห้องเรียน 

บทที� 5 Plane Kinematics of Rigid bodies  

(คิเนเมติกสข์องวตัถเุกรง็ในระนาบ) 

 
กล่าวนํา  

 ในบทนี�จะศกึษาการเคลื�อนที�แบบ Kinematics ของวตัถุเกรง็ในระนาบในรูปแบบต่างๆ เอกสารนี�เป็นเอกสาร

ประกอบใชร้ะหว่างเรยีนในหอ้ง ที�สรปุเนื�อหา สมการวเิคราะห ์และโจทยป์ญัหาตวัอย่างต่างๆ ในตําราอ้างองิ [1] (แบบ

ปกปิดวธิกีารวเิคราะหบ์างส่วน) ทั �งนี�เพื�อใหน้ักศกึษามเีอกสารในระหว่างเรยีน และสามารถจดบนัทกึไปพรอ้มกบัการ

บรรยายในหอ้งเรยีนไดอ้ยา่งสะดวก 
 
 

5.1 การเคลื�อนที�ของวตัถเุกรง็ในระนาบ (Plane Motion of Rigid body) 

 
 

 

 

 

 

 

การเลื�อนไถลในแนวตรง: เสน้ทุก

เส้นบนวตัถุขนานกับตําแหน่งเดิม 

และจดุจะเคลื�อนที�เป็นเสน้ตรง  

การเลื�อนไถลในแนวโค้ง: เสน้ทุก

เส้นบนวตัถุขนานกับตําแหน่งเดิม 

แต่จดุจะเคลื�อนที�เป็นเสน้โคง้  

การหมุนรอบแกนคงที�: ทุกเส้น

หมนุกรวดไปดว้ยมมุเท่ากนั และจุด

เคลื�อนที�เป็นวงกลมรอบแกนหมนุ 

การเคลื�อนที�แบบทั �วไป: เป็นการ

รวมกันระหว่างการเคลื�อนที�แบบ

เลื�อนไถลกบัการหมนุรอบแกนคงที� 
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5.2 การเคลื�อนที�แบบหมนุ (Rotation) 

 
 

 

 

 
 

� การหมนุรอบแกนคงที� (Rotation about a Fixed Axis) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

การเคลื�อนที�แบบหมุน: ของเส้น 
d
dt
θθθθ

ω θω θω θω θ= == == == = &&&&  
2

2

d d
or

dt dt
ω θω θω θω θ

α ω α θα ω α θα ω α θα ω α θ= = = == = = == = = == = = = &&&&&&&&&&&&  

d d or d dω ω α θ θ θ θ θω ω α θ θ θ θ θω ω α θ θ θ θ θω ω α θ θ θ θ θ= == == == =& & &&& & &&& & &&& & &&  
 

เมื�อ 

   θθθθ ====การกระจดัเชงิมุม (Angular displacement: rad ) 

   ωωωω ==== ความเรว็เชงิมมุ (Angular velocity: rad/s ) 

   αααα ==== ความเรง่เชงิมุม (Angular acceleration: rad/s2 ) 

กรณี ความเร่งเชิงหมุนคงที� : .constαααα ====  

0 tω ω αω ω αω ω αω ω α= += += += +  

(((( ))))2 2
0 02ω ω α θ θω ω α θ θω ω α θ θω ω α θ θ= + −= + −= + −= + −  

2
0 0

1
2

t tθ θ ω αθ θ ω αθ θ ω αθ θ ω α= + += + += + += + +  

ความสมัพนัธ ์การเคลื�อนที�เชิงเส้น – เชิงมมุ: ของจดุ A 
 

1) ความสมัพนัธเ์ชิงขนาด (Scalar relations) 

2
2

n

t

v r

va r v
r

a r

ωωωω

ω ωω ωω ωω ω

αααα

====

= = == = == = == = =

====

 

 

2) ความสมัพนัธเ์ชิงเวกเตอร ์(Vectors relations) 

V r

a V r r

V r

ωωωω

ω ωω ωω ωω ω

ω αω αω αω α

= ×= ×= ×= ×

∴ = = × + ×∴ = = × + ×∴ = = × + ×∴ = = × + ×

= × + ×= × + ×= × + ×= × + ×

vvvv v vv vv vv v

vvvvv v v v vv v v v vv v v v vv v v v v&&&& & && && && &

vvvvv v vv v vv v vv v v

 

 
 

สรปุ ความเรว็ และความเร่งของการหมนุ 

(((( )))) 2

ˆ

ˆ

ˆ

rn

t

t

t

r e

r e

V r

a V r

a r r e

ωωωω

ω ωω ωω ωω ω

αααααααα

ωωωω

ωωωω ωωωω

= × == × == × == × =

= × = × × == × = × × == × = × × == × = × × =

= × == × == × == × =

−−−−

vvvv v vv vv vv v

vvvvv v v v vv v v v vv v v v vv v v v v

v v vv v vv v vv v v

 

เมื�อ   , :V a
vvvv vvvv  เวกเตอรค์วามเรว็และความเรง่เชงิเสน้ ของจดุ A 

, :ω αω αω αω αv vv vv vv v  เวกเตอรค์วามเรว็และความเรง่เชงิมุม ของ Rigid body 

:r
vvvv  เวกเตอรค์วามยาวจากจดุหมนุ O ไปยงัจดุ A  

(จดุที�ตอ้งการหาความเรว็ และความเรง่) 
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โจทยก์าํหนด  ค่าความเรว็รอบเริ�ม 0 1800 ( )t sn rpm CW= =  

  ความเรง่เชงิมุม 4 /s ( )t rad CCWα=    

โจทยถ์ามหา  a) เวลา t ที�ความเรว็รอบการหมุนเท่ากบั 900 rev/min, CW : t@n=900 rpm,CW=? 

  b) เวลา t ที�ความเรว็ flywheel เปลี�ยนทศิทางการหมนุ : t@n=0 rpm=? 

  c) จาํนวนรอบการหมุนทั �งหมด ทั �ง CW, CCW ในช่วงเวลา t=0 - 14 วนิาท ี

วิธีทาํ 

a) เวลา t ที�ความเรว็รอบการหมนุเท่ากบั 900 rev/min (CW) 

 กําหนดทศิ CCW ใหเ้ป็น + : ดงันั �น 0 0

2

60
2

1800 ( ) 1800
60

4 /s (

/

) 4 /s

st ts rn rpm CW

t rad CC

ad s

t aW r d

ω π

α

π

α

== = = = ⇒ − −

=


⇒
 = ⇒

 

 จาก : ( )
6

2

0 0 0
60 2 / (1)4

t td
d dt t dt t d

d
ra s

t
ω

π

ωα ω ωα π
−

= → = = ⇒ =− + →∫ ∫ ∫  

 ดงันั �น หา t ที� 2
900 ( ) 9 3000

60
/ran d srpm CW

πω π=−= −=⇒  

 เพราะฉะนั �นเวลา t ที� 30 /rad sω π=−  พจิารณาจากสมการ (1) นั �นคอื 

2 23 6.860 5 60 2 1t t t s Ansπ π π− =− + ⇒ = =∴   

b) เวลา t ที�ความเรว็ flywheel เปลี�ยนทิศทางการหมนุ: นัWนคือ หา เวลา t ที� 0 /rad sω =  

 จาก (1) เวลาที� 0 /rad sω =  คอื  

2 20 60 2 3 9.710 s A st nt tπ π=− + ⇒ = ∴ =  

c) จาํนวนรอบการหมนุทั Wงหมด ทั Wง CW, CCW ในช่วงเวลา t=0 - 14 วินาที 

จาํนวนรอบการหมุนของ flywheel (Nt) ในช่วงเวลา 0 – 14 sec ซึ�งผลจากขอ้ b) พบว่าที�เวลา t=6.86 s flywheel 

จะเปลี�ยนทศิทางการหมนุจาก CW เป็น CCW ดงันั �นจาํนวนรอบทั �งหมดจะตอ้งแบ่งคดิเป็น 2 ช่วง  

คอื 1) CW: N0-9.71sec และ 2) CCW: N9.71-14sec 

 

ส่วนที� 1 ตวัอย่าง 
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ซึ�งจาํนวนรอบของการหมนุหาไดจ้ากความสมัพนัธข์องการกระจดัเชงิมมุ นั �นคอื ,
2 , /

radN
rad rev
θ
π=  

ดงันั �นจะตอ้งหาความสมัพนัธก์ารกระจดัเชงิมุม θ  นั �นคอื 

จาก : ( ) 32

0 0 0

2
60 (20 )

3
6 2

t td
d dt t t t radt

d
d

t
θθ ω θ πω θ π =−= → = ⇒ += − + →∫ ∫ ∫  

 

ดงันั �น

9.71
3

0 9.71sec
0

14
3

9.71 14sec
9.71

:0 9.71sec

:9

2
6

.71 14sec

0 1200 #
3

2
60 410 #

3

t

t

t

t

CW

CCW

t t rad

t t rad

θ π

θ π

=

−
=

=

−
=

 = − + =−  

 = − + =  


− ⇒

⇒ 
 − ⇒

 

 

จาํนวนรอบ

0 9.71sec
0 9.71sec

9.71 14sec
9.71 14sec

:0 9.71se
120

194.2 65.3 259

0
194.2 .#

2 2

410
65.

c

:9.7 3 .#
2 2

.

1 14sec
t

CW
N rev An

N rev

N reC W

s

vC

θ
π π

θ
π π

−
−

−
−

 −
= + =

−
= = =

⇒

= =

⇒
⇒ 
 − ⇒


=

 

 
กราฟแสดงความสมัพนัธ์ tω−  ของ Flywheel 
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โจทยก์าํหนด  Load L : เคลื�อนที�ขึ�นดว้ย .a const=
0 0 /

0.8 2 /

y m v m s

y m v m s

= ⇒ =

==


⇒
⇒

 

โจทยถ์ามหา  a) ความเรง่ของจดุ C: ?Ca ====
vvvv  

  b) ความเรว็เชงิมมุและความเรง่เชงิมุมของ pinion A: ,? ?A Aω αω αω αω α= == == == =
v vv vv vv v  

วิธีทาํ  a) หาความเร่งของจดุ C: ?Ca ====
vvvv  

พจิารณารปูความเรว็ที�จดุ C  

Ca
vvvv

ta

na

Bωωωω

Bαααα

Aαααα

Aωωωω

1a
1v

 
 

 

b) ความเรว็เชิงมมุและความเร่งเชิงมุมของ pinion A: ,? ?A Aω αω αω αω α= == == == =
v vv vv vv v  

เขยีนสมการที�มตีวัแปรที�โจทย ์ถามหา ,? ?A Aω αω αω αω α= == == == =
v vv vv vv v  นั �นคอื 

1

1

( )
(2)

( )

A
A

A
A

v
CW

r
pinion A

a
CW

r

ω

α

 =
⇒ →
 =


v

v
    

จาก (2) มตีวัแปรไม่ทราบค่าคอื 1 1,v a  ซึ�งหาไดจ้าก Gear นั �นคอื 

 

1

1

(3)B B

B B

v r
Gear B

a r

ω
α
=

⇒ →
=

   

เขยีนสมการที�มตีวัแปรที�โจทย ์ถามหา Ca
vvvv  นั �นคอื 

2 (1)
t L

c t n C
n

C

a a

a a a v
a

r

=


= + ⇒ →
=

v

v v v
v  

 จาก (1) มตีวัแปรไม่ทราบค่าคอื La  ซึ�งสามารถคาํนวณไดจ้าก

สมการการเคลื�อนที�แบบเชงิเสน้ของ Load L (ความเรง่คงที�) นั �นคอื 

จาก 
2 2

0 0
2 2

2 ( )
2 0 2 (0.8 0) 2.5 / #

L

L L

v v a s s
a m sa

= +
=

−
= + − ⇒

 แทนค่าที�ทราบ 

ลงใน (1) จะได ้
2

2

2 2 2

2 22
0.

2.5 /

1

2.5 10 10.3

0
4

1 /

/

t L

c C

c

t n

n
C

m s

m

a m s

a a
a a a v

a
r

s

Ans

= =


= + ⇒
=

∴ + =

= =

=


v

v

v v v

v
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จาก (3) มตีวัแปรไม่ทราบค่าคอื ,B Bω α  ซึ�งหาไดจ้าก point C on hoisting drum นั �นคอื 

2

2
0.4

2.5
0

5 / ,

6.
.4

25 / ,

C
B C

C

C
B C

C

rad s C
v
r

point C
a

CW

rad s CCW
r

ω ω

α α

 = = =
⇒
 =

=

== =


v v

v v
 

หมายเหตุ: เนื�องจาก Gear B และ Hoisting drum ถูกยดึตดิกนั จงึทาํใหค้วามเรว็เชงิมุมและความเรง่เชงิมุม

เท่ากนั (มนัหมนุไปพรอ้มกนันั �นเอง) 
 

ดงันั �นแทนค่า ,B Bω α  ใน (3) จะได ้

1

1

5

6.25
B

B

v r

a
Gea

r
r B

=
⇒

=



 
 

ดงันั �นแทนค่า ,B Bω α  ใน (2) จะได ้

( )

( )

5 5 0.3
15 / ( )

0.1

6.25 6.25 0.3
18.75 / ( )

0.1

B
A

A

B
A

A

r
rad s CW Ans

r
pinion A

r
rad s CW Ans

r

ω

α

 = = =
⇒
 = = =


v

v
 

 

 
โจทยก์าํหนด  Right-angle bar: หมนุดว้ย (กําหนด CCW เป็นบวก) 

2 2

2 / , ˆ2 /

44 /, ˆ/

k radrad s CW

rad s

s

k rad sCWα

ωω

α

 = ⇒
⇒

=−

=−

=⇒
v

v

v

v

 

โจทยถ์ามหา  a) ความเรว็และความเรง่เชงิเสน้ของจดุ A: ?, ?A Av a= == == == =
v vv vv vv v  

วิธีทาํ  หาความเรว็และความเร่งของจดุ A: ?, ?A Av a= == == == =
v vv vv vv v  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

,

,

2

ˆ ˆ0.6 0.8 /ˆ ˆ ˆ: 2 0.4 0.3

ˆ ˆ ˆ4 0.4 0.3

ˆ ˆ ˆ: 2 0

ˆ ˆ1.2 1.6 /

ˆ ˆ1.6 1.2 /

ˆ ˆ2.8 0.4 /

.6 0.8

A OA

A t OA

A n A

A

Velocity v r k i j

a r k i j

Ace

i j m s

i j m s

i jleration a v k i s

a

m

m

j

i j s

ω

α

ω

= −

=−

= × = − × +

 = × = × +



= × = − × +

∴

+

=− −

+=
−

vv v

vv v

vv v

v

 

 

ดงันั �น 
2 2

2 2 2

0.6 0.8 1 /

2.8 0.4 2.83 /

A

A

v m s Ans

a m s Ans

= + =

= + =


⇒


v

v                                                                                                                              
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5.3 การวิเคราะหก์ารเคลื�อนที�แบบสมับรูณ์ (Absolute Motion) 
การวเิคราะหก์ารเคลื�อนที�แบบสมับูรณ์ของจดุใดๆ สามารถกระทําไดด้งันี� 

1) หาความสมัพนัธเ์ชงิเรขาคณติ ระหว่างการกระจดัเชงิเสน้ และการกระจดัเชงิมมุ ( ( )x f θθθθ==== ) 

2) หาอนุพนัธค์รั �งที�หนึ�ง จะไดค้วามเรว็ ทั �งความเรว็เชงิเสน้และเชงิมมุ (((( ))))( )
d

x f
dt

θθθθ
    
====        

&&&&  

3) หาอนุพนัธค์รั �งที�สอง จะไดค้วามเรง่ ทั �งความเร่งเชงิเสน้และเชงิมุม (((( ))))
2

2 ( )
d

x f
dt

θθθθ
    
====    

    
&&&&&&&&  

 

 
โจทยก์าํหนด  จดุ Center O: มกีารเคลื�อนที�เชงิเสน้ คอื ,O ov a   

โจทยถ์ามหา  a) หาความสมัพนัธก์ารเคลื�อนที�เชงิมุมใหเ้ป็นฟงักช์นัของการเคลื�อนที�เชงิเสน้ของจุด center O  

  b) หาความเรง่ที�ขอบ (rim) ของ wheel ณ ตําแหน่งที�สมัผสักบัพื�น 

วิธีทาํ  a) หาความสมัพนัธก์ารเคลื�อนที�เชิงมุมให้เป็นฟังกช์นัของการเคลื�อนที�เชิงเส้นของจดุ O ( , ,O os v a ) 

จะพบว่าการเคลื�อนที�ของจุด Center O ( ,O ov a ) มทีศิทางไปในแนวแกน x ดงันั �นการจะหาการเคลื�อนที�

เชงิมมุของ wheel จะตอ้งเริ�มดว้ยการหาความสมัพนัธก์ารกระจดัเชงิเสน้ในทศิทาง x (ระยะ s ดงัรปู) กบักระจดัเชงิมุม

ของการหมุน (θ) จากนั �นหาอนุพนัธ์เทยีบต่อเวลาครั �งที� 1 จะไดค้วามสมัพนัธ์ของความเรว็ และหาอนุพนัธเ์ทยีบต่อ

เวลาครั �งที� 2 จะไดค้วามสมัพนัธข์องความเรง่ (ตามหลกัการวเิคราะหก์ารเคลื�อนที�เชงิเสน้และเชงิมมุ 3 ขอ้ที�นําเสนอ) 

 
 

 

 

 

 

ลกัษณะการเคลื�อนที�เมื�อจุด center o เคลื�อนที�

ในทศิ +x ไดร้ะยะ s (การกระจดัเชงิเสน้ของจุด o)

จะทําให ้wheel หมุนไปดว้ยการกระจดัเชงิมุม (θ) 

ที�วดักบัเสน้แนวดิ�งดงัรปู  

การกระจดั: วดัระยะการเคลื�อนที�ของจดุ O 

: (1)D sisplacement r Ansθ= →  

 

ความเรว็:  

0

:

(2)

(1)
s r

v r An

d
Velocity

dt
s

θ

ω

⇒ =

⇒ →=

&&

 

 

ความเร่ง: 

0

0

(2)

(

:

3)a r Ans

d
Acceleration

d
v r

t
ω

α

⇒

→=

=

⇒

&&
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b) หาความเร่งที�ขอบ (rim) ของ wheel ณ ตาํแหน่งที�สมัผสักบัพืWน 

หากพจิารณารปูดา้นบนจะพบว่า จุดที�ขอบ (rim) ของ wheel คอืจุด C (θ=0 rad) และเมื�อ wheel หมุนไปไดก้าร

กระจดัเชงิมุม θ (วดัเทยีบกบัแนวดิ�งดงัรปู) และจะพบว่าจุด C เปลี�ยนไปเป็น C's และจะไดก้ารกระจดัเชงิเสน้ของจุด 

center O เป็นระยะ s (ระยะ O - O') ดงันัWน การคํานวณความเร่งเมื�อ wheel หมุนไป θ จะมทีั �งความเร่งในทศิทาง x 

และทศิทาง y ซึ�งจะตอ้งเขยีนความสมัพนัธ ์การกระจดั ความเรว็ และความเรง่ และหากต้องการหาค่าต่างๆ ที�จุดสมัผสั

พื�นกแ็ทนค่า θ=0 rad 

ความสมัพนัธก์ารกระจดั 

: sin ; cos (4)Displacement x s r y r rθ θ= − = − →  
 

ความสมัพนัธค์วามเรว็ 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

0

0 0

0 0
0

cos ; 0 sin

cos ; sin

cos ; si

(4)
:

1 cos ; sin (

n

5)

x s r y r

x v r y r

d
Velocity

dt

x

v v
x v r y r

r r
v y v

θ θ θ θ

θ ω θ ω

θ

θ θ

θ

⇒ = − = +

⇒ = −

∴ ⇒ = −

=

⇒ =

=

− =

→

& && & &

&

&

&

&

&

&
 

 

ความสมัพนัธค์วามเรง่ 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2
0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
0 0 0 0

1 cos sin ; sin cos

1 cos sin ; sin cos

1 cos sin ; s

(5)
:

1 co

in

s sin ; si

os

n

c

x v v y v v

x a v y a v
v v

x a v y a v
r

d
Acceleration

dt

v v
x a y a

r

r r

θ θ θ θ θ θ

θ ω θ θ ω θ

θ θ

θ θ θ

θ θ

   ∴ ⇒ = − + = +  
 

   ⇒ = − + = +   
⇒ = − + = +

⇒ = − + = +



& &&& & & &

&& &

&& &

&& &

cos (6)θ


 

 

ดงันั �นที�จดุสมัผสัพื�น (θ=0 rad) จะมคีวามเรง่ และความเรว็ คอื 
2
0: 0 ;

: 0 ; 0

v
Acceleration x y Ans

r

Velocity x y

⇒ = =

⇒ = =

&& &&

& &

 

 

ข้อสงัเกต: ณ จดุสมัผสั ความเรว็และความเร่งเชงิเสน้ของ wheel จะเท่ากบัความเรว็และความเรง่เชงิเสน้ของพื�น 

กรณต่ีางๆ ของปญัหาในลกัษณะเดยีวกนัแสดงดงัรปูดา้นล่าง ที�แสดงลกัษณะการหมนุและการกระจายตวัของความเรว็ 
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โจทยถ์ามหา  Double pulley หา ,O oωωωω αααα  และ load L หา ,O ov a  ใน Case (a), และ Case (b)  

วิธีทาํ  จากตวัอย่างขอ้ที� 5/4 การเคลื�อนที�ในแนวสมัผสัของ double pulley ณ จุดสมัผสักบัเสน้เชอืกที�ตําแหน่ง A และ 

B ความเรว็และความเรง่ นี� จะเท่ากนักบั ความเรว็และความเร่งเชงิเสน้ของเชอืก C และ D โดยจะสมัพนัธก์บัการหมุน

ของ Pulley 1 และ Pulley 2 ดงันัWนการเคลื�อนเชงิมุมของ double pulley สามารถพจิารณาไดจ้ากการกระจายตวัของ

การเคลื�อนที�เชงิเสน้ (ความเรว็ และความเรง่) ดงัรปูดา้นล่าง 

 
   Fig: Case A        Fig: Case B 
 

จากรูปจะพบว่าความแตกต่างของความเรว็และ

ความเรง่เชงิเสน้ระหว่างจุด A และจุด B จะส่งผลให ้

double pulley เคลื�อนที�ขึ�นแบบหมุนด้วยความเรว็

และความเร่งเชิงมุม โดยทศิทางการเคลื�อนที�แบบ

หมุน (ความเรว็ และความเร่งเชงิมุม) จะไปตามทศิ

ของความเรว็หรอืความเรง่เชงิเสน้ที�สงูกว่า 

 

 

 

 

 

Case: A พจิารณา Fig: Case A 

2 2 1 1
1

2 2 1 1
1

1

2

1

2(0.1) 0
0.3

3(0.1) 0
0.3

0 0.667(0.1)

0 0.1(0.1

0.667 / ( )

0.1 / ( )

0.0667 / ( )

0.01) /

B A
case

AB AB

B A
case

AB AB

o A case AO

o A case AO

rad s CCW Ans

rad s CW An

v v r r
r r

a a r r
r r

v v r

s

m s up Ans

ma a r

ω ωω

α αα

ω

α

− −
= =

−
= =

− −
= =

−
= =

= + = + =

= + = + =

v

v

v v

v v 2( )s down Ans
 

Case: B พจิารณา Fig: Case B 

2 2 1 1
2

1 1 2 2
2

2

2

2

2(0.1) 1(0.1)
0.3

4(0.1)

0.333 / ( )

2 / ( )

0.13

( 2)(0.1)
0.3

0.1 0.333(0.1)

0.

/

2

3

4

( )

B A
case

AB AB

A B
case

AB AB

o A case AO

o A case AO

rad s CCW Ans

ra

v v r r
r r

a a r r
r r

v v r

a a

d s CW Ans

m s up Ans

r

ω ωω

α αα

ω

α

− −
= =

−
= =

− −
= =

− −
= =

= + = + =

= − = −

v

v

v v

v v 20.2 /(0 (. )1) m s up Ans=
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โจทยถ์ามหา  เมื�อ θ=30o, Roller B หา ,B Bv a  และ edge CB หา ,ωωωω αααα  

วิธีทาํ  เนื�องจาก Plate ABC เป็น rigid body ดงันั �นการเคลื�อนที�เชงิมุมของทั �ง plat จะเท่ากนัทั �งหมด นั �นคอืทุก

เส้นขอบของ plate จะเท่ากนั คอื AB BC ACω ω ω ωω ω ω ωω ω ω ωω ω ω ω= = == = == = == = =  และ AB BC ACα αα αα αα α α αα αα αα α= = == = == = == = =  ซึ�งการวเิคราะหก์ระทําได้โดยหา

ความสมัพนัธข์องการเคลื�อนที�เชงิมมุกบัการเคลื�อนที�เชงิเสน้ในแนวแกน x และ y  

กําหนดทศิการเคลื�อนที�: 

; ;x y CCWθ+ ≡ ← + ≡ ↑ + ≡  
 

ความสมัพนัธก์ารกระจดั: 

: cos ; sin (1)Displacement x b y bθ θ= = →  
 

ความสมัพนัธค์วามเรว็ 

( ) ( )
( ) ( )

(1)
:

sin ; cos (2

s ;

)

in cos

B A

x b y b
d

Velocity
dt

v b v bθ ω θ ω

θ θ θ θ

⇒ =− = →

⇒ =− =& && &
 

 

ความสมัพนัธค์วามเรง่ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2

2 2

2

2cos sin ; s
(2)

:

co

in cos

s sin ; 0 sin c

cos sin ; sin cos

. 0 os (3)
B A

A A B

d
Acceleration

d
x b y b

a b a b

v con t

t

as a b b

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ ω θ α
θ ω θ

θ ω θ α
α θ ω θ α

   ⇒ =− + = − + 

⇒ =− + = −

 
⇒ =− + = − +      

= ∴ + →     = 

& && & &&&& &&

 

ดงันั �น เมื�อ θ=30o และ 0.3 / ( ) .Av m s up conts= = แทนค่าใน (2) และ (3) จะได ้

1) ความเรว็เชงิมมุและความเรว็เชงิเสน้: จาก (2)  

( )

( ) ( )( )

cos

0.3
cos 0.2cos3

1.73
0

sin 0.2sin 30 1.732

0.173

2 / ( )

0.1732 / (2 )/

A

A

B

B

rad s

v b

v
b

v b

v

CCW Ans

m s nm ss A

θ ω

ω θ
ω

θ ω

=

∴ = =

=

→

=− =−

= − =

o

o

 

 

 

2) ความเรง่เชงิมมุและความเรง่เชงิเสน้: จาก (3) 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2
2 2

2

2

22

0 sin cos

sin
tan 1.732 tan30

cos

cos sin

0.2 cos

1.732 / ( )

0.

30 1.732 sin 30 1

963 / (

.732

0.963 / )

B

B

rad s CCW Ans

m s Ans

b

a b

a m s

θ ω θ α

θ ωα ω θθ

α

θ ω θ α

= − +  

∴ = = =

=

=− +  

=− + 

→



∴ =− =

o

o o
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5.4 การวิเคราะหก์ารเคลื�อนที�แบบสมัพทัธ ์(Relative Motion)  

5.4a) ความเรว็สมัพทัธเ์นื�องจากการหมนุ (Relative Velocity Due to Rotation) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

5.4b) จดุหมนุชั �วขณะ (Instantaneous Center of Zero Velocity) 

 
 

 
 

สมการความสมัพนัธ ์ความเรว็สมัพทัธข์องจดุ A เทียบกบัจดุ B 

1) ความเรว็จดุ A เมื�อเทียบกบัจดุ B 

/A B A BV V V= += += += +
v v vv v vv v vv v v

 
 

เมื�อ / :A BV
vvvv  ความเรว็สมัพทัธข์องจุด A เทยีบต่อจุด B จากการหมนุของวตัถุเกรง็รอบจดุ B ดงัรปู  

2) ความเรว็สมัพทัธ ์ /A BV
vvvv

ที�เกิดจากการหมุนรอบจดุ B คอื (ระยะห่างระหว่าง BAB A r− =
v ) 

ความสมัพนัธเ์ชิงขนาด (Scalar relations) 

/A B BAv r ωωωω====  

โดย ωωωω  ความเรว็เชงิมุมของเสน้ AB ดงัรปู 

ความสมัพนัธเ์ชิงเวกเตอร ์(Vector relations) 

/
ˆ

tA B BA BAV r erω ωω ωω ωω ω= × == × == × == × =
vvvv v vv vv vv v  

จากรปู ณ เวลาใดเวลาหนึ�ง ที�จดุ C มคีวามเรว็เป็นศูนย ์จะเรยีกจุด C ว่าเป็น “จดุหมนุช่วงขณะ”  

ซึ�งการหมุนรอบจดุ C นี� มคีวามเรว็เชงิมุมωωωω ดงันั �น จะไดค้วามสมัพนัธค์วามเรว็จดุ A และจดุ B คอื 

A A A A

B B
B B

v r v r
v r

v r

ωωωω

ωωωω

==== 
∴ =∴ =∴ =∴ =
==== 
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 การวิเคราะหแ์บบจดุหมุนชั �วขณะ  

  พจิารณาวตัถุเกรง็ในรปูดา้นล่าง หากทราบความเรว็ที�จุด B (ทั �งขนาดและทศิทาง) และตอ้งการทราบ

ความเรว็ของจุด A (ทราบเฉพาะทศิทาง โดยสมัผสักบั Path line) สามารถกระทําไดต้ามขั �นตอน ดงัต่อไปนี� 

 ขั Wนตอนที� 1: หาจดุหมนุชั �วขณะ (จดุ C) และวตัถเุกรง็สมมติุ 

� ลากเสน้ตรงผ่านจดุ B และตั �งฉากกบัความเรว็ BV
vvvv

 ดงัรปู 

� ลากเสน้ตรงผ่านจดุ A และตั �งฉากกบั Path line ของ จดุ A (ทศิทาง AV
vvvv

) ดงัรปู 

� จดุตดัระหว่าง 2 เสน้ คอืจดุ C ซึ�งจะเป็น “จดุหมนุช่วงขณะ” และจะได ้“วตัถุเกรง็สมมตุ ิACB”  

โดยจะหมุนดว้ยความเรง็เชงิมมุ ωωωω รอบจดุ C ดงัรปู 

 

                                                                    
 

ขั Wนตอนที� 2: คาํนวณความเรว็ ณ จดุต่างๆ บนวตัถเุกรง็สมมติุ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ความเรว็ของจดุ A  

A CAV rωωωω= ×= ×= ×= ×
vvvv v vv vv vv v    ขนาด  A CAv rωωωω====  

 

เมื�อ ˆB

CB

v

r
kωωωω ====

vvvv  โดยที�ทราบค่าความเรว็ Bv  

และความเรว็ที�จดุ P ใดๆ บนวตัถุเกรง็สมมตุ ิสามารถคํานวณไดเ้ช่นเดยีวกนั คอื 

P CPV rωωωω= ×= ×= ×= ×
vvvv v vv vv vv v  โดยที� CPr

vvvv  คอืเวกเตอรก์ารกระจดัจากจุด C ไปยงัจดุ P ใดๆ  
 

เปรียบเทียบ: ความเรว็สมัพทัธข์องจดุ A เทียบกบัจดุ B 

(((( ))))
(((( )))) (((( ))))

/

A CA

CB BA

C

A B A B

B BA

V r

r r

r

V V V

r

ωωωω

ωωωω

ω ωω ωω ωω ω

= ×= ×= ×= ×

= ×= ×= ×= ×

++++

= × + ×= × + ×= × + ×= × + ×

====

++++

vvvv

vvvv v vv vv vv v

v v vv v vv v vv v v

v v vv v vv v vv v v

vvvv

vvvv

vvvv

 

ซึ�งจะพบผลลพัธท์ี�ไดน้ั �น เท่ากนักบัวธิคีวามเรว็สมัพทัธ ์

จุดหมุนชั	วขณะ 

C 
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โจทยก์าํหนด  จดุ Center O: มกีารเคลื�อนที�เชงิเสน้ คอื 3 /Ov m s====  

โจทยถ์ามหา  a) หาความเรว็ของจดุ A:
 

?AV ====
vvvv

 

วิธีทาํ  

 สรา้งสมการที�มตีวัแปรโจทยถ์ามหา AV  นั �นคอื 

สมการความเรว็สมัพทัธข์องจดุ A เทยีบต่อจดุ O  

/ (1)A O A O O O oAV V V V rω= + = + × →
v v v v v v

 

จาก (1) ตวัแปรที�ยงัไม่ทราบค่า คอื Oω
v  ซึ�งสามารถ

พจิารณาไดเ้ช่นเดยีวกนักบัตวัอยา่งที� 5/4  

 
จากรปู จะได ้

3
0.

10 /
3

10 / ( )

o
O

v
r

rad s sCW k rad

ω = =

= −=
v

v

 

 

 

 

 

แทนค่าที�ทราบใน (1) จะได ้ 

( ) ( )3 10 0.2 cos30 sin30

3 0 0 10

0.1732 0.1 0

A O O oA

A

V V r

i k i j

i j k

V i

ω= + ×

= + − × − +

= + −

−

o o

v v v v

vv v v

vv v

v v

 

0 10 0 10
3

0.1 0 0.1732 0

0 0

0.1732 0.1

AV i i j

k

+ −

+

− −
=

−

−

v v v v

v
 

( )3 1 1.732 0AV i i j k= −+ − +
vv v v v

 

ดงันั �น 

2 2

4 1.73

4 1.732

2 /

4.36 /

A

A

V

V

i j m s Ans

m s Ans

=

= + =

+
v vv

v  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 ตวัอย่าง (ความเรว็สมัพทัธ)์ 
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โจทยถ์ามหา  หาความเรว็เชงิมุมของ Crank AB: ?ABωωωω ====  และ Crank OA: ?OAωωωω ====  

วิธีทาํ  

 สร้างสมการที�มีตัวแปรโจทย์ถามหา ,AB OAω ω
v v  

นั �นคอืสมการความเรว็สมัพทัธข์องจดุ A เทยีบต่อจดุ B  

/ (1)A B A B B BA BAV V V V rω= + = + × →
v v v v v v

 

โดยที� 

(2)A OA OAV rω= × →
v v v

 

และ  

(2 ) ( 0.

0.15

0

/

75 )B CB CBV

s

r k i

j m

ω= × = × −

=−
v

vv vv v

 

กําหนดใหท้ศิทาง ,AB OAω ω
v v  ในเบื�องตน้ เป็น CCW 

หรอื k+
v

 แทนค่าที�ทราบทั �งหมดใน (1) จะได ้

( ) ( )
( ) ( )

0.1 0.15

0.175 0.05

A B BA BA

OA OA B BA BA

OA

BA

k j j

k i j

V V r

r V r

ω

ω ω

ω

ω

= + ×

× = + ×

× = − +

× − +

v v v v

vv vv v

v v v

v v v

 

จะได ้

0.1 0.15 0.175 0.05OA BA BAi j j iω ω ω− =− + − −  
v v v v

 

 

แยก Vectors component ,i j
v vv vv vv v

จะได ้

: 0 0.15 0.175

0.15
0.8571 /

0.
0.8571

75
/ )

1
(

BA

B

B

A

A

component

r

rad s CW

ad

A s

j

s

n

ω

ω

ω

=− −

−
∴ = −

=

=

v

v

 

 

( )
: 0.1 0.05

0.05 0.05 0.8571
0.1 0.1

0.42

0.4286 / ( )

86 /

OA BA

BA
OA

OA rad s CW An

component

rad s

s

i ω ω

ω

ω

ω

− =−

−
∴ = =

=

=

−
uv

v
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โจทยถ์ามหา   a) ความเรว็ของ piston A: ?AV ====

vvvv

  

         b) ความเรว็ของจดุ G: ?AV ====
vvvv

 และความเรว็เชงิมุมของ connecting rod: ?ABωωωω ====  

วิธีทาํ  

a)  ความเรว็ของ piston A: ?AV ====
vvvv

 

 สร้างสมการที�มตีวัแปรโจทย์ถามหา AV
vvvv

 นั �นคอื

สมการความเรว็สมัพทัธข์องจดุ A เทยีบต่อจดุ B  

/ (1)A B A B B BA BAV V V V rω= + = + × →
v v v v v v

 

โดยที� 

( )2 1500
( ) 0.125( cos60 sin60 )

60

B CB CB

o o

V

i

r

k j

ω

π

= ×

= − × − +
v v

v

v

v v

 

9.8175 17.004 /BV m sj i= +
vv v

 

ในเบื�องตน้นี� กําหนดใหท้ศิทาง ABω
v  เป็น CCW k+

v

 

และกําหนด ( )A Av iV →=
v v

 ดงันั �นแทนค่าที�ทั �งหมดใน 

(1) จะได ้

( ) ( )
9.8175 17.004

0.35 cos sin

A B BA BA

A

BA

i j

V

i j

V r

iv

k

ω

ω β β

= + ×

= + +  

× − −

v v

v v

v v

v

v

v

v

 

( )
9.8175 17.004

0.35 cos sin (2)

A

BA

i j i

i

v

jω β β

∴ = + +  

− +

v v v

v v  

จาก (2) ยงัไมท่ราบค่า β  ซึ�งสามารถพจิารณาไดจ้าก

รปูจะพบว่า  

( )
( )

1

1

sin sin
sin sin

0.125
sin 1sin 60

0
8.02

.35

OB

OB BA BA

r
r r r
β θ β θ

β

−

−

= ⇒ =

⇒ = =o o

 

 

ดงันั �น แยก Vectors component ,i j
v vv vv vv v

 ของ (2) จะได ้

: 0 9.8175 0.35

9.8175 9.8175
0.35cos 0.35cos18.02
29.5 / ( )

B

B

A

BA

A

component

ra

j

d s CW Ans

ω

ω β
ω

= −

∴ =

=

=
o

v

v

 

( )

: 17.004 0.35 sin

17.004 0.35 29.5 sin18.02

20.2

20.2 / ( )

/

A

A BAcomp

V i m s

onent v

m s

Ans

i ω β

=

= +

=

→

+

∴ =

∴

o

v

v

v

 

b) ความเรว็ของ จดุ G : ?GV ====
vvvv

 

สรา้งสมการที�มตีวัแปรโจทยถ์ามหา GV
vvvv

 นั �นคอื

สมการความเรว็สมัพทัธข์องจดุ G เทยีบต่อจดุ B 

/ (3)G B G B B BG BGV V V V rω= + = + × →
v v v v v v

 

แทนค่าที�ทราบ 9.8175 17.004 /BV m sj i= +
vv v

 และ 

29.5 /BG BA rak d sω ω= =
vv v  (เพราะเป็น จดุ ที�อยูบ่น 

rigid body: connecting rod BA) ลงใน (3) จะได ้

( )
( )

( )
( ) ( )

9.8175 17.004

(29.5 ) 0.1 cos sin

9.8175 17.004

29.5 0.1 cos18.02 sin1

17.92 7.012 / ;

19.24

8.0

/

2

G B BG B

G

G

G

j i

k i j

j i

j

V i j m s

V m s Ans

r

i

V V ω

β β

∴

= + ×

= + +

× − −

= +

− +

=

=

+

+

o o

v v

v v v

v v

v v v

v v

v

v

v

v v
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โจทยก์าํหนด  จดุ Center O: มกีารเคลื�อนที�เชงิเสน้ คอื 3 /Ov m s=

v  

โจทยถ์ามหา  a) หาความเรว็ของจดุ A:
 

?Av ====
vvvv  (วเิคราะหแ์บบจดุหมนุชั �วขณะ) 

วิธีทาํ  

 หากพิจารณาจุดหมุนชั �วขณะของความเร็ว Ov
v  

จะพบว่าเป็นจะอยูท่ี�จดุสมัผสักบัพื�น (จดุ C) ดงัรปู  

 
 

 รปูดา้นบนแสดงเวกเตอรค์วามเรว็ของจุด O และ 

จุด A ที�จุดหมุนชั �วขณะคอืจุด C ซึ�งทิศทางของ

เวกเตอร์ความเรว็ Ov
v  จะต้องตั #งฉากกบัเวกเตอร์การ

กระจดั COr
v  และเช่นเดยีวกนักบั A CAv r⊥

v v  จากเหตุผล

ข้างต้น เราสามารถพิจารณาได้ว่าสามเหลี -ยม CAO 

เป็นวตัถเุกรง็สมมุติ ที�หมุนรอบจุด C ดว้ยความเรว็

เชงิมมุ ωv  ดงัรปูดา้นล่าง 

 

 ดงันั �นหากทราบความเรว็เชงิมุมของวตัถุเกรง็-

สมมุต ิCAO (ωv ) กจ็ะสามารถคํานวณหาความเรว็ของ

ทุกๆ จดุบนวตัถุเกรง็ไดจ้าก V rω= ×
v v v

 แต่จากรปูเรา

ทราบความเร็ว 3 /ov i m s=
vv

 ดังนั �นจะเราสามารถ

คาํนวณความเรว็เชงิมมุได ้คอื 

3 0 10 /
10 / ( )

.3
o CO

k rad s
ra

j
d

r

i
s CW

v

ω
ω

ω
ω
= ×

= × ⇒∴ =−
=

vv v

v vv vv

v
 

ดงันั �นจะไดค้วามเรว็ Av
v

 ณ ตําแหน่ง A คอื 

( )10 0.3 0.2 cos30 sin 30

4 3 /

A CA

o o
A

A

k j i j

i j

v r

v

v m s

ω= ×

=− × + − +  
= +

vv v

v v

v v

v v v

v
 

หรอื  19 4.36 / 23.41oAv m s Ans= = ∠
v

 
  

วิเคราะหแ์บบ Scalar  

จากรปู จะไดค้วามเรว็เชงิมมุ คอื 

 ( )
3 (0.3 10 / ( ))

o CO

rad s CW
v r

ω
ω
ω
=
= ⇒∴ =

v   

 ซึ�งทิศทางของ ( )CWω
v  พิจารณาได้จาก

หลกัการของกฎมอืขวา หรอืพิจารณาจากรปูจะพบว่า 

ov
vvvv  ในทิศทางที ?แสดงจะเหนี?ยวนําให้วัตถุเกร็ง

สมมติุ CAO หมนุรอบจดุ C ในทิศทาง CW ดงัรปู 

 และจะไดค้วามเรว็ Av
v

 ณ ตําแหน่ง A คอื 

( )

( ){ }2 2(10) 0.3 0.2 2(0.3)(0.2)co
4.

s 3
3

0 9
6 /

0
o CA

o

o

o
o

m s

r

v
v

v ω

∴ =

=

= + − +

2 ตวัอย่าง (จดุหมนุชั �วขณะ) 
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โจทยถ์ามหา  ความเรว็ของจุด A และ D (((( )))), ?A Dv v ====

v vv vv vv v  

  ความเรว็เชงิมมุของ Link AB:
 

?ABωωωω ====
vvvv

  

  เพิ�มเตมิ(แถม) คาํนวณความเรว็เชงิมมุของ link O'A:
 

?O Aωωωω ′′′′ ====
vvvv  

วิธีทาํ  

 สิ�งที�ต้องการทราบคือผลลัพธ์การเคลื�อนที�บน 

link AB ได้แก่ , ,AB A Dv vωωωω
v vv vv vv vvvvv  ดงันั �น หากพจิารณาจุด

หมนุชั �วขณะของ link AB จะต้องทราบทศิทางความเรว็

ของจดุต่างๆ บน link AB อยา่งน้อย 2 จุด แลว้ลากเสน้

ตรงที�ตั �งฉากกบัความเรว็ดงักล่าว จดุตดักนัของเสน้ตรง

จะไดเ้ป็นจุดหมุนชั �วขณะ (จุด C) และจะไดว้ตัถุเกรง็-

สมมตุทิี�หมนุรอบจดุ C 

 ทิศทางความเร็วบน link AB ที�ทราบคือ 

A O Av r ′′′′⊥⊥⊥⊥
vvvv vvvv และ B OBv r⊥⊥⊥⊥

vvvv vvvv (ทราบขนาด B OB OBv rωωωω==== )ดงัรปู 
 

 
 

 จากรปูดา้นบน จะพบว่า link AB มจีุดหมุนชั �ว

ขณะที�จุด C ซึ�งจะไดว้ตัถุเกรง็สมมุต ิCAB และผลจาก

ความเรว็ Bv
vvvv  จะเหนี�ยวนําให้วตัถุเกรง็สมมุติ CAB 

หมนุรอบจดุ C ดว้ยความเรว็เชงิมุม ABωωωω
vvvv  ทศิทางทวน

เขม็นาฬกิา (CCW) ดงัรปูถดัไป 

 
 

จากรปู ระยะการกระจดัจากจดุ C ถงึตําแหน่งต่างๆ คอื 

2 2

0.35
sin 90 sin 45

0.35
sin

0.35 2 .

0.35 .
45 sin 45

0.15 0.381 .

CB

CA

CD

CB

CA

CD CA

r m

r m

r

r

r

r mr

⇒ = ⇒

⇒ = ⇒

⇒ = + ⇒

=

=

=

o o

o o  

 

ซึ�งจากรปูความเรว็ที�จดุ B, A, D คอื  

( )
0.15 2

1 4.29 / ( )0
0.35 2

A
CO

OB COB

AB

OBB CB AB
CB

r
r

rad s CCW An

v r

s

r
ω ω

ω

ω ω= = ⇒ =

 
∴ =  


=


 

( )4.29 0.381 1.632 /AB CDD m s Ansrv ω= = =  
 

4.29(0.35) 1.50 /AB CAA m s Ansrv ω= = =  
 

1.50
0.

10 / ( )
15

A
A O A

O A

O A

O A O Ar
v

v
r

rad s CW Ans

ωω

ω

′
′

′

′

′= ⇒ =

∴ = =
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5.4c) ความเร่งสมัพทัธ ์(Relative Acceleration) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

อธิบาย: การวเิคราะหก์ารเคลื -อนที -แบบสมัพทัธ ์(ความเรว็และความเร่ง) ของจุด A เทยีบต่อจุด B ใหเ้ปรยีบเสมอืนว่า

เราเคลื -อนที -ไปพรอ้มกบั B แลว้มองไปด ูA ซึ -งการเคลื -อนที -ของ A ที -เรามองเหน็ มนัคอืผลต่างระหว่าง A กบั B 

หรอืที -เรยีกว่า “ความเรว็หรือความเร่งสมัพทัธ์” นั #นเอง ดงันั #นหากต้องการทราบค่าจรงิ (ค่าสมับูรณ์) ของ 

A กเ็อาผลต่างอนันั #น (ค่าสมัพทัธ)์ มาบวก กบัการเคลื -อนที -ของ B (ค่าสมับรูณ์ของ B) 

หมายเหตุ: เนื -องจากเราอยู่บน B แลว้สงัเกตไปที - A ดงันั #นเวกเตอรก์ารกระจดัจะต้องเป็น เวกเตอรจ์าก B ไป A 

นั #นคอื BAr
vvvv   

สมการความสมัพนัธ ์ความเร่งสมัพทัธข์องจดุ A กบัจดุ B 
 

1) ความเร่งจดุ A เมื�อเทียบกบัจดุ B 

/A B A Ba a a= += += += +
v v vv v vv v vv v v  

เมื�อ / :A Ba
vvvv  ความเรง่สมัพทัธข์องจุด A เทยีบต่อจุด B จากการหมนุของวตัถุเกรง็รอบจดุ B ดงัรปู 

 

2) ความเร่งสมัพทัธ ์ /A Ba
vvvv ที�เกิดจากการหมนุรอบจดุ B คือ (ระยะห่างระหว่าง B-A = r)  

(((( )))) (((( ))))/ /A B A B A Bn t
a a a a= + += + += + += + +
v v v vv v v vv v v vv v v v  

 

ความสมัพนัธเ์ชิงขนาด (Scalar relations) ของความเรง่สมัพทัธใ์นทศิทาง n และ t คอื 

(((( ))))

(((( ))))

2
2/

/

/ /

A B
A B BAn

BA

A B A B BAt

v
a r

r

a v r

ωωωω

αααα

= == == == =

= == == == =&&&&

 

 

ความสมัพนัธเ์ชิงเวกเตอร ์(Vector relations) ของความเรง่สมัพทัธใ์นทศิทาง n และ t คอื 

(((( )))) (((( ))))

(((( ))))

2
/ /

/

ˆ

ˆ

A B BA A B B r

t

An

A B BA BAt

ea r V r

a r er

ω ω ω ωω ω ω ωω ω ω ωω ω ω ω

α αα αα αα α

= × × = × == × × = × == × × = × == × × = × =

= ×= ×= ×= ×

−−−−

====

vvvvv v v v vv v v v vv v v v vv v v v v

v v vv v vv v vv v v
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โจทยถ์ามหา  ความเรง่ของจดุ A และ C (((( )))), ?A Ca a ====

vvvv vvvv  

วิธีทาํ  

1) ความเร่งของจดุ A : ?Aa ====
vvvv  

จากสมการความเรง่สมัพทัธจ์ดุ A เทยีบต่อ B 

/ (1)A O A Oa a a= + →
v v v

 

โดยที� O Oa a i=
vv

  

และ ( ) ( )/ / /
ˆ ˆ

A O A O n A O tn ta a e a e= +
v  ซึ�งพิจารณาได้จาก

รปูดา้นล่าง คอื 

ˆ
te

ˆ
re

ˆ
te

ˆ
te

ˆ
re

 
  

 จากตวัอยา่งที� 5/4 เราทราบว่า 

O Oa r and v rα ω= =  

ดงันั �น แทนค่าใน (1) จะได ้
( ) ( ){ }

( )
( )

( )
( )( )

( )

/ /

2

/

2

2

sin cos

cos si

sin cos

cos sin

n

A o

A O A O O A O A On

o

o

t

o

o

o

i j

a a a

i

i

a r r r

r r Ans

a a a

r

r

r j

i

j

α θ θ

α α

α
ω

θ ω θ

α θ ω

θ θ

θ

= + = + +

+ 
 

= + + 
 −

−+

= + +

 

v

v v

v

v v

v

v

v

v

v v v v

 

 

 

 

 

2) ความเร่งของจดุ C : ?Ca ====
vvvv  

จากสมการความเรง่สมัพทัธจ์ดุ A เทยีบต่อ B 

/ (2)C O C Oa a a= + →
v v v

 

โดยที� O Oa a i=
vv

  

และ ( ) ( )/ / /
ˆ ˆ

C O C O n C O tn ta a e a e= +
v  ซึ�งพิจารณาได้จาก

รปูดา้นล่าง คอื 

ˆ
te

ˆ
re

ˆ
te

ˆ
te

ˆre

 
 

จากตวัอยา่งที� 5/4 เราทราบว่า 

O Oa r and v rα ω= =  

ดงันั �น แทนค่าใน (2) จะได ้
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }
/

2

/ /

2

C O C O O C O C On t

A

a a a a a a

i j i

a r Aj

r r

n

r

s

α ω α

ω

= + = + +

= + −

=

+
v

v v v

v

v v v v v v

 

 

 

 

3 ตวัอย่าง (ความเร่งสมัพทัธ)์ 
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โจทยถ์ามหา  ความเรง่เชงิมุมของ link AB และ link OA นั �นคอื ? , ?AB OAα αα αα αα α= == == == =

uv uvuv uvuv uvuv uv
 

  โดยใชว้ธิกีารวเิคราะหแ์บบเวกเตอร ์(Vector algebra) 

วิธีทาํ  

 ผลลพัธจ์าก Problem 5/8 ความเรว็เชงิมุมของ 

link AB และ link OA คอื 
6 6

/ ( ) /
7 7
3 3

/ ( ) /

ˆ

7 7
ˆ

AB

OA

rad s CW rad sk

rad s CW rad sk

ω

ω

= =−

= =−

v

v
 

 เริ�มต้นด้วยสมการที�มีตัวแปรที�โจทย์ถามหา 

,AB OAα αα αα αα α
uv uvuv uvuv uvuv uv

 ซึ�งพจิาณาได้จากสมการความเร่งสมัพทัธ์

จดุ A เทยีบต่อ B (เหตุผล เพราะทราบความเรง่ที� B) 
 

/ (1)A B A Ba a a= + →
v v v

 
 

ซึ�ง Ba
v  Aa

v  และ /A Ba
v  พจิารณาไดจ้ากรปูต่อไปนี� 

� ความเร่งจดุ B 

ˆ
te

(((( )))) (((( ))))B B Bn t
a a a= += += += +
v v vv v vv v vv v v

 
 

( ) ( )
( )[ ] [ ]

( )( )2 2 0.075 0

B B Bn t

CB CB CB CB CB

k k i

a a a

r rω ω α

= +

= × × + ×

 = × × − + 

v v v

v

v

v

vv

v

v v

 

20.3 / (2)B ia m s= →
v v

 

 

� ความเร่งจดุ A : กาํหนดทิศ ( ˆ )OA kαααα ++++
vvvv   

(((( )))) (((( ))))A A An t
a a a= += += += +
v v vv v vv v vv v v

ˆ
te

 
 

( ) ( )
( )[ ] [ ]

( ) ( )( )3 3
0.1 0.1

7 7

A A An t

OA OA OA OA OA

OAk k j k j

a a a

r r

α

ω ω α

= +

= × × + ×

   = − × − × + ×   

v v v

v v v

v

v

v v

v

vv

 

( )
2

23
0.1 0.1 / (3)

7A OAa m si jα=− − →
v vv

 

 

 

� ความเร่งสมัพทัธ ์A/B : กาํหนดทิศ ( ˆ )AB kαααα ++++
vvvv   

ˆ te

(((( )))) (((( ))))/ / /A B A B A Bn t
a a a= += += += +
v v vv v vv v vv v v
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( ) ( )/ / / (4)A B A B A Bn ta a a= + →
v v v

 

ซึ�ง 
( ) ( )[ ]

( ) ( )( )
/

6 6
0.175 0.05

7 7

A B BA BA BAn

k

r

j

a

k i

ω ω= × ×

 = − × − × − +  

v v v v

v vv v

 

( ) ( ) ( )
2

2
/

6
0.175 0.05 /

7A B n si ja m= −
v vv

 

และ 
( ) [ ]

( )
( )

/

0.175 0.05

0.05 0.175

BA

A B BA BAt

BA

k i j

i j

a rα

α

α

= ×

 = × − + 

= − −  

v v v

v v

vv v

 

 

( ) ( ) 2
/ 0.05 0.175 /BAA B t ia m sjα= − −  

v vv

 

 

แทนค่าสมการ (2) (3) (4) ในสมการ (1) แล้วแยก 

สปส. หน้าเวกเตอร ์ ,i j
v vv vv vv v

จะได ้

( )

( ) ( )

2

2

:

6
0.1 0.3 0.175 0.05 (*)

7
:

3 6
0.1 0.05 0.175 (**)

7 7

OA BA

BA

i term

terj m

α α

α

−

− = + −

−

− = − −

v

v  

แกร้ะบบสมการ (*) และ (**) จะได ้
2

2

0.1050 / ( )

4.34 / ( )

0.1050

4.34

BA BA

OA OA

rad s CW Ans

rad s CW Ans

α α

α α

=

=

=− ⇒

=− ⇒
  

 เครื�องหมายลบ (-) แสดงว่าความเร่งเชงิมุม

แท้จรงิ จะมทีศิทางตรงกนัขา้มกบัทศิทางที�เรากําหนด 

(การเดาตามหลกัสากล) ไว้ตอนแรก ซึ�งตอนแรกได้

กําหนดเป็น ˆ( )k+  หรอื (CCW) ดงันั �น หมายลบ (-) 

คอืความเร่งเชงิมุมมทีศิทางเป็น ˆ( )k−  หรอื (CW) 

นั �นเอง 

 จากการวเิคราะห์ปญัหานี� จะพบว่าทศิทางของ

ความเรว็เชงิมุม (Angular velocity: ωωωωvvvv ) จะไม่ส่งผลต่อ

ขนาดและทศิทางของความเร่งเชงิเส้น เหตุผลเพราะ

ทศิทางของความเรง่เนื�องจากความเรว็เชงิมมุ จะพุ่งเขา้

สู่จุดศูนย์กลางการหมุนในทุกกรณี ( 2 ˆ
n na r eωωωω====
vvvv  หรอื 

2 ˆ
n ra r eωωωω==== −−−−
vvvv )  
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โจทยถ์ามหา  ความเรง่เชงิที�ตําแหน่ง A: ?Aa ====

vvvv  และความเรง่เชงิมุมของ link AB: ?ABαααα ====
uvuvuvuv

  

วิธีทาํ   

 ผลลพัธจ์าก Problem 5/9 ความเรว็เชงิมุมของ 

link AB คอื 

29.5 / ( ) 2 5ˆ9. /AB rad s C kCW rad sω = =
v

 

 เริ�มต้นด้วยสมการที�มีตัวแปรที�โจทย์ถามหา 

,AB Aaαααα
uvuvuvuv vvvv  ซึ�งพจิาณาไดจ้ากสมการความเร่งสมัพทัธจ์ุด 

A เทยีบต่อ B (เหตุผล เพราะทราบความเรง่ที� B) 
 

/ (1)A B A Ba a a= + →
v v v

 
 

ซึ�ง Ba
v  Aa

v  และ /A Ba
v  พจิารณาไดจ้ากรปูต่อไปนี� 

� ความเร่งจดุ B 

ˆ te

(((( )))) (((( ))))B B Bn t
a a a= += += += +
v v vv v vv v vv v v

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

21500(2

ˆ ˆ

)
0.125 cos60 sin 60 0

60

B B Bn t

OB OB OB tOB

o

r

o

e e

a a a

r r

i j

ω α

π

= +

=− +

= − − + +  

v v

v v

v

 

( ) ( )
21500(2 )

0.125 cos60 sin 60 (2)
60

o o
B i ja

π
= − →

v vv

 

� ความเร่งจดุ A : กาํหนดทิศ ( )A ia ++++
vvvv vvvv

  
y

x

A
aA

 
 

2/ (3)A Aa ma si= →
v v

 
 

� ความเร่งสมัพทัธ ์A/B : กาํหนดทิศ ( ˆ )AB kαααα ++++
vvvv   

ˆ
te

(((( )))) (((( ))))/ / /A B A B A Bn t
a a a= += += += +
v v vv v vv v vv v v

sin sin
0.125 0.350

18.02

β θβ θβ θβ θ

ββββ

====

⇓⇓⇓⇓
==== oooo

 
 

( ) ( )/ / / (4)A B A B A Bn ta a a= + →
v v v

 

ซึ�ง 

( )

( )( )

2
/

229.5 0.35 cos sin

r̂A B BA BAn e

i j

a rω

β β

=−

= − − −
v v

v

 

 

( ) ( )2 2
/ 29.5 (0.35) cos18.02 sin18.02 /A B na j mi s= +o o

v vv
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และ 

( )

( )( )
/

0.35 si

ˆ

n cos

BA

B

B tA B t

A

Aa r e

i jβ

α

α β

=

= + −
v

v v

v
 

 

( ) ( ) 2
/ 0.35 sin18.02 cos18.02 /A B t BAa si mjα= −o o

v vv

 

 

แทนค่าสมการ (2) (3) (4) ในสมการ (1) แล้วแยก 

สปส. หน้าเวกเตอร ์ ,i j
v vv vv vv v

จะได ้
 

( )

( )

2

2

2

2

:

1500(2 )
0.125 cos60

60

29.5 (0.35)cos18.02

0.35 sin18.02

:

1500(2 )
0 0.125 sin 60

60

29.5 (0.35)sin18.02

0.35 cos18.02

A

o

A

BA

o

B

term

term

i

j

a

π

α

α

π

−

=

+

+

−

=−

+

−

o

o

o

o

v

v  

 

หรอื  

: 1831.77 0.1083 (*)

: 0 2576.82 0.333 (**)

A BA

BA

term

term

ai

j

α

α

− = +

− =− −

v

v
 

 

แกร้ะบบสมการ (*) และ (**) จะได ้
2

2

7742 / ( )7

993 / ( )

742

993

BA BA

A A

rad s CW Ans

a a m s Ans

α α=−

⇒

=⇒

→= =

v

v  

อภิปราย: วธิกีารแกป้ญัหา Problem5/15 นี�จะแตกต่าง

จากวธิกีารแก้ปญัหา Problem 5/14 คอื จาก Problem 

5/14 เราพบว่าทศิทางของความเรง่ทั �งหมดเราทราบว่า 

1) ความเร่งในแนวตั Wงฉาก (normal na
vvvv ) : มี

ขนาดเท่ากบั 2rω  ทศิทางพุ่งเขา้สู่จดุหมนุเสมอ โดยไม่

ขึ�นกบัทศิทางการหมุน (ทั �ง CCW และ CW ) ซึ�ง

ทศิทางที�ว่านี�คอื (((( ))))ˆ
re−−−−  เป็น unit vector ของ r

vvvv   

2) ความเร่งในแนวสมัผสั (tangent ta
vvvv ) : มี

ขนาดเท่ากบั rα  ซึ�งจะตั �งฉากกบั ˆ
re  หวัลูกศรทศิทาง

ไปตาม αv  ที�เรากําหนด (ปกตกิําหนดเป็น CCW ไว้

ก่อน) นั �นกห็มายความว่าเราทราบ unit vector ของ ˆ
te  

ดงันั �น เมื�อทราบทั �งขนาดและทศิทางของความเร่ง

ทั �งหมดแล้ว ก็สามารถนํามารวมกันแบบเวกเตอร์ได้

โดยง่าย โดยไม่ต้องผ่านการ Cross vector เช่น

( )na rω ω= × ×
v vv v  และ ta rα= ×

vv v  (นักศกึษาจาํนวน

ไม่น้อยจะผดิพลาดจากการ cross vector เพยีงเพราะ

ไมร่ะมดัระวงั ใจรอ้น หรอืใชเ้วลานานมาก จนลม้เลกิไป

ในที�สุด) จากนั �น ใช้วธิกีารแยกสมัประสทิธิ wหน้า unit 

vector ,i j
v vv vv vv v

 แลว้แกร้ะบบสมการเพื�อหาคาํตอบ 
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แบบฝ@กหัดทAายบทท่ี 5: Plan Kinematics of Rigid bodies 

สDวนท่ี 1 การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ� (Absolute Motion) 

1.1 การเคล่ือนท่ีแบบหมุน (Rotation) 

ขAอท่ี 1 ([1] Problems 5/5)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 2 ([1] Problems 5/9) 
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ขAอท่ี 3 ([1] Problems 5/13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 4 ([1] Problems 5/25) 
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ขAอท่ี 5 ([1] Problems 5/26) 
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1.2. ความสัมพันธ�การเคล่ือนท่ีเชิงเสAนและเชิงมุม (Relationship of Linear and Angular motion) 

ขAอท่ี 1 ([1] Problems 5/27) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 2 ([1] Problems 5/29) 
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ขAอท่ี 3 ([1] Problems 5/31) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 4 ([1] Problems 5/37) 
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ขAอท่ี 5 ([1] Problems 5/46) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 6 ([1] Problems 5/48) 
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สDวนท่ี 2 การเคล่ือนท่ีแบบสัมพัทธ� (Relative Motion) 

2.1 ความเร็วสัมพัทธ�เนื่องจากการหมุน (Relative velocity due to rotation)  

ขAอท่ี 1 ([1] Problems 5/59) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 2 ([1] Problems 5/59) 
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ขAอท่ี 3 ([1] Problems 5/69) 
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2.2 การวิเคราะห�ความเร็วแบบจุดหมุนช่ัวขณะ (Instantaneous Center of Zero Velocity) 

ขAอท่ี 1 ([1] Problems 5/94) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขAอท่ี 2 ([1] Problems 5/96) 
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ขAอท่ี 3 ([1] Problems 5/109) 
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2.3 การวิเคราะห�ความเรDงสัมพัทธ� (Relative Acceleration) 

ขAอท่ี 1 ([1] Problems 5/126) 
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ขAอท่ี 2 ([1] Problems 5/127) 
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ขAอท่ี 3 ([1] Problems 5/130) 
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ขAอท่ี 4 ([1] Problems 5/149) 
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ข?อท่ี 5 ([1] Problems 5/150) 
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